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Abstrak
Automorfisma dari graph sederhana ( adalah suatu permutasi ( dari himpunan  titik  –  titik
dari ( yang bersifat mengawetkan ketetanggaan. Misalkan A matriks  ketetanggaan  dari  (,
maka syarat perlu dan cukup ( suatu automorfisma adalah berlakunya hubungan PA =  AP,
dengan P adalah matriks (permutasi) penyajian dari (. Pada  tulisan  ini  hanya  akan  dikaji
graph transitif titik dan graph transitif  sisi  dengan  memanfaatkan  konsep  aksi  dan  orbit
dari suatu grup. Diperlihatkan juga  bahwa  kedua  tipe  graph  di  atas  saling  bebas,  yaitu
bahwa graph transitif titik  belum  tentu  transitif  sisi  demikian  juga  berlaku  sebaliknya,
graph transitif sisi tidak harus berakibat graphnya transitif titik.
Kata kunci : orbit, aksi transitif, matriks ketetanggaan.
1.  PENDAHULUAN
Salah satu konsep yang cukup penting di dalam  teori  graph  adalah  automorfisma  graph.
Karena dengan konsep automorfisma graph ini kita dapat membuat graph  –  graph  baru  seperti  :
graph transitif titik, graph transitif sisi, graph simetrik dan lain sebagainya (Biggs, 1993).
Seperti   diketahui   setiap   graph   senantiasa   mempunyai   automorfisma   trivial,    yaitu
automorfisma identitas  dan  pada  umumnya  tidak  semua  graph  mempunyai  automorfisma  tak
trivial.  Suatu  graph  mempunyai  automorfisma  tak  trivial  jika  dan  hanya   jika   berlaku   sifat
komutatif perkalian matriks ketetanggaan dari graph yang bersangkutan dengan matriks permutasi
penyajian automorfismanya.
Penamaan suatu graph merupakan graph transitif titik atau graph transitif sisi tergantung pada aksi
transitif dari grup  automorfismanya  terhadap  himpunan  titik-titik  atau  himpunan  sisi-sisi  dari
graphnya. Dan dapat dilihat bahwa  kedua  tipe  graph  di  atas  saling  bebas,  yaitu  bahwa  graph
transitif titik belum tentu transitif sisi, contoh  yang  paling  sederhana  adalah  graph  tangga  L3  ,
demikian  juga  sebaliknya,  graph  transitif  sisi  tidak  harus  berakibat  graphnya   transitif   titik,
contohnya adalah graph bipartit.
Dengan  konsep  automorfisma  ini  juga,  kita  bisa  mengkaji  spektrum  dari  graph  yang
bersangkutan serta hubungan spektrum ini dengan grup automorfismanya  (Biggs, 1993).
Sebelum membahas lebih jauh mengenai automorfisma graph ini  akan  diberikan  terlebih
dahulu  konsep  –  konsep    di   dalam   teori   grup   yang   menjadi   dasar   pengkajian   daripada
automorfisma graph ini.
2.  AKSI DAN ORBIT
Misalkan G suatu grup dan A himpunan tak hampa. Didefinisikan suatu pemetaan
. : G x A ( A ,
dengan pengaitan (g,() ( g. ( , ( (g, ()   G x A.
Jika dipenuhi :
1) 1. ( = (, ( (  A
2) h. (g. () = (hg) . (, ( (A dan g,h  G,
maka . dinamakan suatu aksi dari G pada A.
Selanjutnya aksi . dikatakan transitif jika untuk setiap (, (  A  terdapat     g   G  sedemikian  hingga
berlaku g . ( = (.
Misalkan ( sebarang unsur di A, didefinisikan O( = ( g . ( ( g  G  (.  Jelas  bahwa  O(  tidak  hampa,
karena  ( = 1 . (  O( dan O( dinamakan orbit dari aksi . yang memuat (.
3.  AUTOMORFISMA GRAPH
Misalkan ( ( V  ,  E  )  suatu  graph  sederhana.  Automorfisma  dari  graph  (  adalah  suatu
permutasi (  dari himpunan V(() yaitu himpunan semua titik – titik dari (, yang bersifat :    (x,y)   E
(() jika dan hanya jika (( (x), ( (y))  E ((), yaitu ( mengawetkan ketetanggaan pada (.
Contoh 1 :
Misal diberikan graph ( seperti di bawah ini :
Automorfisma yang mungkin dari graph di samping adalah :
1. (1) (2) (3) (4)
2. (1) (3) (2 4)
3. (1 3) (2) (4)
4. (1 3) (2 4)
Catatan : 
Untuk mendapatkan suatu automorfisma ( pengaitan dua buah titik sebarang x , y  V (()  melalui  (
dapat dilakukan jika dan hanya jika x dan y mempunyai derajat yang sama.
Misalkan Aut (() = ( (  ( (  : V(() ( V((), suatu automorfisma (, terhadap operasi  komposisi
      ( fungsi ) Aut (() membentuk suatu grup dan dinamakan grup automorfisma dari (.
Dengan demikian, karena Aut (()  suatu  grup  dan  V(()  senantiasa  tak  hampa  maka  kita
dapat mendefinisikan suatu aksi dari Aut (() pada V (() dan juga suatu orbit (Isaacs, 1993).
Definisi 1
Misalkan x , y  V ((), maka
x dan y dikatakan dalam orbit yang sama jika terdapat automorfisma ( sedemikian hingga ((x) = y.
Sifat 1
Jika x dan y berada dalam orbit yang sama maka x dan y mempunyai derajat yang sama.
Bukti :
Akibat langsung dari definisi 1.
Sifat 2
Misalkan x , y  V (() dan X , Y berturut – turut menyatakan orbit yang memuat  x  dan  orbit  yang
memuat y, maka X ( Y = ( atau X = Y.
Bukti :
Misalkan X dan Y berturut–turut menyatakan orbit  yang  memuat  x  dan  orbit  yang  memuat  y,
maka
X ( Y = ( atau X ( Y ( (.
Dalam hal  X ( Y ( (, akan ditunjukkan bahwa X = Y.
Misalkan z  X ( Y, maka terdapat (1 , (2  Aut (() sedemikian hingga
z = (1 (x) = (2 (y).
Karena Aut (() merupakan grup ( terhadap komposisi fungsi ), maka
(1-1, (2-1  Aut (() dan (1-1 ((1 (x)) = (1-1 ((2 (y)) atau
((1-1 (1 )(x) = ((1-1 (2 )(y) yaitu x = ((1-1 (2 )(y).
Jadi x  Y, dan ini memberikan X ( Y.
Selanjutnya dengan mengenakan (2-1 pada kedua ruas persamaan (1(x) = (2(y) diperoleh Y ( X  dan
terbukti bahwa X = Y.
Definisi 2
Suatu graph (sederhana) ( dikatakan transitif  titik  jika  aksi  dari  Aut  (()  pada  V(()  adalah  aksi
transitif, yaitu jika hanya terdapat satu orbit di V((). (Dalam hal ini orbitnya adalah V(() sendiri).
Dari definisi 2 di atas, jika x dan y adalah dua buah titik  sebarang  di  V(()  maka  terdapat
automorfisma ( dan memenuhi ( (x) = y.Titik x dan y di atas disebut titik transitif (titik simetri).
Contoh 2 :
Pada graph di contoh 1 di atas, titik 1 dan 3  adalah  contoh  titik  transitif  karena  terdapat
automorfisma yang memetakan 1 ke 3, dalam hal ini (1 3)(2 4) dan (1 3)(2)(4). Akan  tetapi  graph
( di atas tidak transitif titik, karena terdapat dua orbit di V((), yaitu orbit yang memuat 1dan 3  dan
orbit yang memuat 2 dan 4.
Perhatikan bahwa aksi dari Aut (() pada V(() menginduksi aksi  pada  E  ((),  yaitu  dengan
aturan ((x , y) = (((x) , ((y)).
Selanjutnya ( dikatakan transitif sisi jika aksi di atas transitif. Dengan  perkataan  lain,  jika
diberikan  sepasang  sisi  sebarang  dari  suatu  graph  maka  terdapat   suatu   automorfisma   yang
memetakan sisi yang satu ke sisi yang lain.
Contoh 3 :
Contoh graph yang transitif titik tetapi tidak transitif sisi adalah graph tangga ( Ladder Graph ) L3.
Gambar 2. Graph tangga L3.
Di mana graph tangga Lh, dengan h ( 3 adalah graph regular dengan derajat 3 dan  mempunyai  2h
buah titik, yaitu u1, …,uh, v1, …, vh di mana titik–titik u1, …,uh  dan  v1,  …,  vh  membentuk  sikel
dengan panjang h dan sisi sisanya berbentuk pasang ( ui , vi ), dengan 1 ( i ( h.
Sedangkan contoh untuk graph yang transitif sisi tetapi tidak transitif titik diberikan oleh preposisi
berikut ini :
Preposisi 1
Misalkan ( suatu graph terhubung. Jika ( transitif sisi tetapi tidak transitif titik maka ( bipartit.
Bukti :
Misalkan ( x , y ) sebarang sisi dari ( dan X, Y adalah orbit yang  berturut  –  turut  memuat  x  dan
memuat y terhadap aksi dari Aut (() pada V((). Berdasarkan sifat 2, maka X ( Y =  (  atau  X  =  Y.
Selanjutnya ambil sebarang titik z  V((). Karena ( terhubung maka z termuat  dalam  suatu  sisi  (z,
w). Lagi, karena ( transitif sisi maka z  X atau z  Y. Akibat X ( Y = V (().
Andaikan X = Y. Maka kita mempunyai X = Y  =  V  ((),  yaitu  (  transitif  titik,  ini  bertentangan
dengan yang diketahui bahwa ( tidak transitif titik. Jadi  haruslah  X  (  Y  =  (.  Dengan  demikian
setiap sisi dari ( berlaku ujung yang satu berada di X dan ujung yang lainnya  di  Y.  Jadi   (  suatu
graph bipartit.
Contoh lain dari graph yang transitif sisi tetapi tidak transitif  titik  dapat  dilihat  pada  (  Bouwer,
1972 ).
Di mana Bouwer memberikan contoh  graph regular yang transitif  sisi  tetapi  tidak  transitif  titik
adalah graph “ kubus Rubik “.
Misalkan ( suatu graph dengan himpunan titik – titiknya V(() = ( v1, …, vn (.
Suatu permutasi( dari V (() dapat disajikan dengan matriks permutasi P = ( Pij ) di mana :
1, jika vi = ( (vj)
Pij =
0, lainnya
Preposisi 2
Misal diberikan graph ( dengan A matriks ketetanggaan dari ( dan  (  suatu  permutasi  dari  V  (().
Maka ( suatu automorfisma jika dan hanya jika PA = AP, di mana P adalah matriks penyajian dari
(.
Bukti :
Misalkan ( permutasi dari V ((). Ambil vi, vj  V (() dan misalkan ((vi) = vh dan ((vj) =  vk  .  Maka
diperoleh
(PA)hj = ( Phl alj = aij
(AP)hj = ( ahl Plj = ahk
Akibatnya kita mempunyai,
PA = AP          ( vi dan vj bertetangga jika  vh dan vk bertetangga.
            ( ( vi , vj )  E (() jhj ( vh , vk )  E (()
( ( suatu automorfisma.
Misalkan ( suatu graph terhubung dan ( (u , v) menyatakan jarak antara titik  u  dan  v  di  (,  maka
untuk setiap automorfisma ( kita mempunyai  ( (u , v) = ( (((u) , ((v)).
Jadi automorfisma ( bersifat mengawetkan jarak.
Berkaitan dengan konsep di atas kita mempunyai definisi berikut :
Definisi 3
Misalkan  (  suatu  graph  dengan  grup  automorfisma  Aut  (().  Maka  graph  (  dikatakan
simetrik jika untuk setiap titik u , v, x , y di (, dengan u dan v bertetangga dan x dan y bertetangga,
terdapat automorfisma ( di Aut (() sedemikian hingga   ((u)  =  x  dan  ((v)  =  y.  Dan  (  dikatakan
transitif jarak, jika untuk setiap titik u, v, x, y di (  dengan  (  (u  ,  v)  =  (  (x  ,  y),  terdapat  suatu
automorfisma ( di Aut (() dan memenuhi ((u) = x dan ((v) = y.
Dengan demikian kita memperoleh hasil :
( transitif jarak ( ( simetrik ( ( transitif titik.
4.  KESIMPULAN
Dari pembahasan sebelumnya dapat disimpulkan :
1) Automorfisma graph bisa dibentuk lewat pengaitan titik–titik dalam  graph  yang  mempunyai
derajat yang sama.
2) Syarat perlu  dan  cukup  eksistensi  automorfisma  graph  adalah  berlakunya  sifat  komutatif
perkalian matriks ketetanggaan dengan matriks penyajian dari permutasinya.
3)  Automorfisma  graph  di  samping  mengawetkan  ketetanggaan  juga  bersifat  mengawetkan
jarak.
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Gambar 1.
